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Le probleme de Dirichlet pour l’tquation de Monge-Ampere 
det(a,cp) = expJ(x, cp), cp/aR = ZI, ou a est un ouvert borne strictement convexe de 
R”, est etudie par la methode de continuiti, la regularite sur d de la solution est 
obtenue pour n = 2. L’hypothese df/+ > 0 n’est pas requise. Un probleme 
variationnel lie a la fonctionnelle I(o) = -l, rp det((a,cp)) dx (pour a, convexe et 
nulle sur XI) est risolu. 
INTRODUCTION 
Dans tout l’article, R est un ouvert borne strictement convexe de R”. V 
&ant un voisinage de fi, on considke B comme d&i par une fonction stric- 
tement convexe h E C”(V): le bord aR = {x E V/h(x) = 0). Considerons ur 
0, le probleme de Dirichlet pour l’equation de Monge-Ampere: 
det((aijV)) = expf(x, IO>, cp/m = u, 
oti f(x, t) est une fonction numerique C” sur fi x R, et u la restriction a XI 
d’une fonction y E C”(n). aij(p denote la derivee seconde partielle de la 
fonction inconnue rp par rapport a Xi et xj (x1, xz ... x, &ant un systeme de 
coordonnees orthonorme de R”). Le determinant de composantes 
t3,q (i,j = 1, 2,..., n) sera note M(q) = det((a,rp)). 
Ce probleme a et6 etudie par Alexandrov [ 11, Pogorelov [9-l 31 et repris 
par Cheng et Yau (41. La mithode utilisie par ces differents auteurs est la 
meme, c’est celle d’Alexandrov et les idles pour les majorations sont celles 
de Pogorelov. Le resultat obtenu est le suivant: 
Si f;(x, t) > 0 pour x E 0 et t < supan u alors il existe une solution rp de 
(l), v, E Cm(Q) &ant continument lipschitzienne sur fi. Dans cet article nous 
allons utiliser la mithode de continuite preconiste par Nirenberg [S]. Celle-ci 
d’une part est plus simple et d’autre part permet de montrer que la solution 
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est C”O sur fi, sous la condition necessaire qu’il existe une sur solution 
convexe de (l), (Theoreme 1). Malheureusement tout comme Calabi et 
Nirenberg, je me suis heurte a la majoration des derivees troisiemes lorsque 
n > 3. Que la methode puisse etre employee pour n = 2 ne surprendra pas les 
splcialistes. 
Dans une seconde partie nous avons resolu l’iquation (1) avec u = 0, 
lorsque 9 est la boule unite B c R”, et que le second membre de (1) ne 
depend de x que par 1(x(1. Ici aucune hypothese n’est faite sur le signe de f i. 
Cette equation particuliere une fois risolue permet de mettre en evidence une 
sous solution pour une equation du type (1). Ceci permet alors dans la 
troisieme partie de resoudre l’equation (1) ou l’equation (27) pour n = 2, 
saris hypothese sur le signe de f i, en utilisant la methode des sur et sous 
solutions (Theoremes 6 et 7). Dans la seconde partie, nous demontrons une 
inegalite isoperimetrique lice a la fontionnelle I(q), le Theoreme 4, et nous 
resolvons un probleme variationnel (Thtoremes 2 et 3). 
I. MBTHODE DE CONTINUITY 
1. Hypothkes supplt!mentaires 
Dans ce paragraphe, nous supposons qu’il existe une sur solution stric- 
tement convexe y0 E C*(0) pour I’equation (1) : 
M(y,,) = det((aijYo) G ew.f(x, YJ, yop2 = u. (2) 
Cette hypothise est utile pour la majoration des derivees secondes au bord 
(paragraphe SC). 
S’il existe une fonction convexe 17, E C’(D) vlrifiant 
M(&) = 0, &)/aa = 24, 
(yO existe en particulier si u est constante), p0 verifie (2) strictement quelque 
soit la fonction f et on pourra prendre pour y0 une fonction de la forme 
y. = T,, + ah avec CL > 0. 
Nour supposerons egalement que J(x, t) > 0 pour (x, t) satisfaisant a 
t < y&), x parcourant a. Ceci pour pouvoir appliquer la methode de con- 
tinuitt. 
2. Existence dune sous solution y, G C*(a) pour l’kquation (1) 
Considerons avec a > 0, les fonctions I,U~ = y + ah. Rappelons que y et h 
ont ete d&is dans l’introduction. Pour a assez grand IV, est strictement 
convexe puisque h Pest. Et lorsque a + 03, det((aijy,)) - a” det((a,h)). Par 
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contre comme h < 0 et comme f; > 0, le second membre de (2) est une 
fonction decroissante de a, il est done inferieur a exp f (x, y). Par consequent 
il existe a, tel que yi = y + a, h verilie 
deWijy,)> >expf(x, rJ, y,/af2 = u. (3) 
Et on peut prendre a, de telle sorte que y, < y,,. (2) et (3) entrainent ce 
resultat si nous faisons l’hypothise f i(x, t) > 0 pour x E ~2 et t < sup,, U. 
3. R&solution de l’bquation de Monge-Amp&-e lorsque f i 2 0 
o > 0 &ant un reel, considerons la famille d’equations 
logM(v)=f(x,yl)+(1 -a)[losM(y,)-ff(x,y,)l, pia0 = U. (4) 
Soit g l’ensemble des fonctions strictement convexes de C”“(fi) avec 
a E 10, l], qui sont egales a 24 sur aa. L’operateur r: 9 3 cp + f(x, cp) - 
log M(p) E C” est continument differentiable 
(dr,)(y/) =f :(x3 V)W - djaijw2 (5) 
dT, E 5?(Ci+a(d), Ca(fi)) est inversible car f i > 0 (Theoreme 6.14 p. 101 
de Gilbarg et Trtidinger ]5 I). CL(b) denote les fonctions de C’(@ qui sont 
nulles au bord et gf sont les composantes de la matrice inverse de ((aijrp)). 
Ainsi on peut appliquer le theorime des fonctions inverses. Si une fonction 
cj E 9 virifie log M(F) = f(x, $) + fo( x i existe un voisinage V de f, dans ) 1 
Cm(Q) tel que l’equation T(cp) = -f,( x a une solution appartenant a %Y ) 
lorsque f, E I? Si f, E Ca,(8), une solution v de T(cp) = -f,(x) qui appar- 
tient a CZfa@) appartient a COD@) d’apres le theoreme de regularite Giraud 
(6) Hopf (7) et la reference precedente. De plus v est strictement convexe, 
car elle l’est au minimum de w et le reste par continuite puisque M(W) > 0. 
Enfin la solution est unique d’apres le principle du maximum puisque f; > 0. 
Comme pour u = 0 l’equation (4) a tine solution (pO = y,, il existe u0 > 0 
tel que (4) a une solution strictement convexe cp, lorsque o E [0, u,[. De plus 
(pO E C”(G) d’apris le theoreme de regularite. Appelons u0 le plus grand des 
reels ayant cette propriite. Si u0 > 1, l’tquation (I) a une solution le 
theoreme 1 est demontre. Si u,, < 1, supposons, ce que nous demontrdns ous 
certaines hypotheses dans les paragraphes suivants, que I’ensemble des 
fonctions p, pour u E (0, u,,( est borne dans C”(a). 11 existe alors 
‘p,, E c*+yq t e une suite ui + u0 telles que (owi --) pp, dans C2+u(J?). 
Comme vUi vkifie (4) par passage a la limite p,, verifie (4). Mais alors on 
peut appliquer le theoreme des fonctions inverses en rpoO et il existe un 
voisinage S de u0 tel que l’equation (4) a une solution pour u E S, ce qui est 
contraire a la definition de u,,. Supposer u0 < 1 est absurde. 
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4. EstimP Co 
Pour simplifier l’ecriture, dans toute cette partie lorsqu’il ne peut pas y 
avoir de confusion, a, est mis pour o, solution de (4) avec u E [0, 11, 
rp, E Coo@) 
car le second membre est positif. D’ou d’apres le principe du maximum car 
f; >o: 
ce qui entraine a,a, < aver sur le bord, 3, etant la dtrivee normale exterieure. 
Ainsi nous obtenons l’estime Co 
5. Estimt! C’ 
Comme la fonction o est convexe, le maximum du gradient est atteint au 
bord. Examinons les d&ivies en un point P E 8.0. D’une part les derivees 
tangentielles ont bornees puisque u E C’(Z)). D’autre part nous l’avons vu, 
les d&ivies normales 3,v, < a”~, . Reste a etablir une inegalitl dans l’autre 
sens. 
La normale en P h 80 recoupe 80 en un point Q. Appelons D le segment 
PQ et v la fonction lineaire definie sur D igale i u en P et Q. Comme v, est 
convexe, sur D (o < u et (a,~), > m(P), m(P) etant le gradient de U. m(P) est 
une fonction continue de P, soit m son minimum sur le compact XI: 
a,,~ > m. 
6. Estime’ C2 au bord 
Soient P E Z2 et Y un champ de vecteurs sur R” tangent a BQ. Nous 
supposons qu’en P, Y est un vecteur unitaire. Choisissons sur R” des coor-. 
donnees orthonormales telles que v = (1, 0, O,..., 0) soit la normale unitaire 
exttrieure en P et Y(P) = (0, 1,0 ,..., 0). Nous voulons estimer en P, a:,x,p, 
0 -:,x,u, et a:,,, P 
(a) Soit R, le rayon de courbure de 3.0 en P dans la direction Y. 
Comme 80 est strictement convexe R2 > R, > 0 (avec R, un reel 
indbpendant de P et de Y). En P 
D’ou a:-,- a, est estime, puisque &u est don& et que a,u, est estime. 
358 THIERRY AUBlN 
(b) Considbons une famille ST de champ de vecteurs ur R” tangents 
a a0 et born& dans C’(b), c’est-a-dire que les composantes X’(x) du champ 
de vecteurs XEST sont uniformement bornies dans C2 sur fi. Posons 
9=9--etL=V,=Xi(x)a,ipourXE.F. 
Differentions l’equation 
1% M(9) = w, 9) (7) 
nous avons pose F(x, 9) egal au 2eme membre de (4) 
LF = gijXk8,,rp. (8) 
Calculons gijaij(Ly + ah +/Iv) =A, a et /3 &ant des reels que nous 
choisirons ulterieurement. 
A = gijXkaijk v + 2gijaixkajk II/ + gi9ijxkak w 
+ agi-Qijh + p( g%,rp - gQijy). 
Comme giiaik9 = si,, utilisant (8), nous obtenons: 
g”a,(Lw t ah + /Iv) = LF t pn + 28iX’ + g”(m,j t aaijh) 
avec 
mij = -paijY - XkaijkY - 2aiXkajky t aijXkf3k l#la 
Tout d’abord nous choisissons j? = /I,, > -( l/n)inf(LF+ 2aiXi) l’inf est pris 
pour x E # et sur les fonctions 9,. Cet inf est fini puisque les fonctions 9,, 
sont estimees dans C’. Puis nous choisissons a = a,, assez grand de telle 
sorte que 
(mij t a,d,h) g” > 0. 
Les reels a0 et /I,, sont choisis independamment de XEF cela est possible 
d’apres les hypotheses. D’oti 
g”aij(Ly/ t a, h t /I, W) > 0. 
De m2me soient p = PI Q -(l/n) sup(LF + 2aiXi), le sup etant pris pour 
x E 0 et sur les fonctions 9,, et a1 tel que gij(mij + aI aijh) < 0. Ainsi 
g”aij(Lyl t a, h t PI v) < 0. 
Comme Ly, h et 9 s’annulent sur 80, d’apres le principe du maximum: 
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ce qui fournit I’estime des derivees ~,,I,v. 
Pour avoir une famille .F suffkamment grande de telle sorte que, pour 
tout couple (P, Y) avec P E %I et YE T,(XI) unitaire, il existe un XE .F 
tel que X(P) = Y nous pouvons considerer la famille F definie comme suit. 
Soient B la boule unite de R” et @ un C3 diffeomorphisme de d sur B. Vii = 
~,a, -xjai sont des champs de vecteurs tangents i i?B. Considerons la 
famille 
P= j~=\.~ijY,avec~oij~G~~(~-l)*~lj 
nous pouvons prendre jr = @*<F. @* etant l’application lineaire tangente. 
(c) Pour estimer &yl nous avons besoin de connaitre une sursolution 
strictement convexe y,, de (1) 
Log WY,) < “0x7 Yd7 yo/a2 = u. 
Comme ‘p, verifie (4), Log M(p,) >f(x, so,). D’oti d’apres le principe du 
maximum co, < yO, et a,~,, > avyo sur 852. Comme y0 est strictement convexe, 
il existe E > 0 tel que pour tout x E d et tout i = 1, 2,..., n, 3ziXiy0 > .s. 
Nous avons alors d’apres (6) pour i > 2: 
Supposons qu’on ait choisi le repire orthonormi dans T,(aV) de telle sorte 
que pourj > i > 2, azi,cp = 0 si if j, (7) entraine en P: 
03 mlp, le mineur de a:,, ye dans le determinant, s’exprime saris a:,,lu, et par 
consequent est estime grace aux paragraphes precedents. Comme 
nous avons estime a:,,, a, sur X2. 
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1. Estime’ C2 d Pint&ieur 
Nous savons que pour tome direction y auu > 0 puisque rp est convexe. 
Une borne suptrieure de C;!, akkp sufftt done pour obtenir l’estime C*. 
Calculons le laplacien de (7) 
gimi?‘aUhcpamrkv + TT khF(x, cp>. 
k:l 
(9) 
Soit /I, < (l/n) inf Ci,r a,,F(x, rp,), l’inf &ant pris sur D et sur toutes les 
fonctions ‘p,. Celui-ci est fini car F; &ant positif, le seul terme non encore 
estime qui contient Arp est positif. Le reel p2 peut etre choisi negatif et est 
independant de o. Ainsi 
gi’aij 
Et d’apres le principe du maximum -/3*a, + Cl= 1 akkq atteint son maximum 
sur 80. Mais nous avons estime Aa, sur 832, d’ou l’estime C2 
Conclusion. Les metriques ( g,)ij = a,q, sont equivalentes pour 
u E [0, I]. En effet ( gJyY < C une constante, ce qui entraine d’aprb (4): 
Cn- ‘(g,),, > Cte > 0. 
D’ou il existe a3 et p3 strictement positifs tels que pour tout o E [0, 1 ] et tout 
vecteur <: 
0. Estime’ C3 a l’intt+ieur 
Dans ce paragraphe t les suivants nous considerons comme estimees les 
dtrivees de q jusqu’i l’ordre 2. Nous appelerons constantes ou termes bornis 
des reels ou des expressions qui sont uniformement born& en u compte 
tenues des estimes anterieures. 
Multiplions (9) par h*M(q) et integrons l’equation sur R. Comme 
ai[ g”M(p)] = 0, deux integrations par parties menent a: 
I 
h* L:,“, gimg'laijkp amlk p"6?,) dx < Cte. 
R (10) 
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Posons R = fg”4gikgi’a,ij(paok,e?. Par un calcul analogue a celui fait par 
Calabi p. 113 de [3], il existe une constante C telle que 
g%,R > AR2 + C&i. (11) 
Comme les metriques g, sont equivalentes, (10) entraine 
I h2R dx < Cte. (12) R 
11 est possible de montrer que Ja R dx < Cte, mais cela ne donne rien de plus 
ici. Supposons qu’on ait montri que pour un certain p entier 
h2*Rp dx < Cte \ . (13) 
Multiplions (11) par h 2p+2Rp-‘M(~) et integrons par partie sur .f2. I1 vient 
U-p)lnh 2P+2gijcYiRajRM(q) dx -i‘ gi~~ih2P+2Rp-‘~jRM(~) dx 
R 
hZpt2Rp+‘M(rp) dx + C h2p+2RP-“2M(rp) dx. 
Une nouvelle integration par partie de la seconde intkgrale donne: 
h2P+2Rp+1M(q)dx-&j R*g%, h ‘* + ‘M(~I) dx + Cte. 
P n 
Ainsi (13) entraine In h 2p+2Rpt1 dx < Cte. Comme (12) a ete dimontre la 
recurrence est etablie. 
Quelque soit le compact K c a et p entier, il existe une constante telle que 
pour tout 0 E [ 0, 1 ] : 
It v, IIHfcKj G Cte. 
D’aprts le theoreme d’inclusion de Sobolev, cette inegalite entraine 
ll%IICwc~ 1 < Cte pour 0 < a < 1. Et par le theoreme de regularite, quelque 
soit r > 0: 
En particulier les derivees troisiemes des fonctions (p, sont uniformement 
bornees sur K. 
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9. Estime’ C’ au bord 
(a) Rappelons que now avons pose L = Xkak avec XEF. 
Differentions (8) par rapport a L, nous obtenons 
LV(x, $0) = -g”gikL@,,(o) L@,(o) + g”L2(a,rp). 
Calculons maintenant gijJijL2y, 
L$ = L(XklY,p) = x’x%,,(p + x’a,x%,p, (14) 
g”(a,L$!l) = g’jL’@,rp) + 4g%,x’xkaj,,y, + g%,(X’X”) alkql 
+ g”aij(x’a,xk) ak(o + 2&(X%,X’). 
D’ou 
g%,L+p = (Xkajrkpg” + 2a,x’)(xAa,Biqlg4’ + 23,X’) 
+ termes born&. 
Ainsi il existe a tel que 
(15) 
g’ja,(Lsy + ah) > 0. 
Comme L’yl et h sont nulles sur aLI, d’apres le principe du maximum 
L2y/ + ah < 0 dans 0 et 
(16) 
(b) Supposons que nous obtenions une inigalite dans l’autre sens. 
Alors nous aurions les derivtes troisiemes estimees sur la front&e. En effet, 
reprenons les notations du paragraphe 9, X &ant un champ de vecteur 
tangent a %I tel que X(P) = Y, differentions (14) nous obtenons : 
L’y, = XiXkxjaijkp + termes born&. 
Comme sur aR, L’y, = L’(w + y) = L3y, &~ est estime. De m2me pour les 
autres derivees troisiemes par rapport aux coordonnees xi (i > 2). Grace i 
(16) et a une inegalite dans l’autre sens, inegalite (19) que nous allons 
obtenir pour n = 2, au paragraphe (c) qui suit 
I(aJf+g,I < Const. 
D’ou (a,ijo)p est estime pour i et j > 2. 
Pour obtenir une estime de (alIjq)pr j > 1, differentions (7) par rapport a 
-yj, il vient: 
g”alva, = termes born&. 
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Comme tomes les metriques g, sont equivalentes, il existe q > 0 tel que 
g” > r > 0 et il s’en suit que a,,,a, est estime. Differentions maintenant (7) 
par rapport a X, il vient g”$,, y, = termes born&, d’oti l’estime de ai,, rp. 
(c) Pour completer la demonstration ous devons ttablir une inegalite 
analogue a (16) mais dans l’autre sens. Malheureusement c’est seulement 
dans le cas n = 2 que nous avons reussi a etablir une telle inegalite. 
Considerons un champ de vecteurs X tangent a XI et unitaire sur 30. 
Comme les derides secondes de p,, sont estimees, il existe A4 tel que dans Q 
]L’ry < M. Rappelons que ty = v, - y. 
Considirons, p &ant un entier que nous choisirons ultirieurement, l’ex- 
pression 
E = (1 + M + L’ry-? 
Soit Kc a un compact tel que i]X]] > 4 sur JJ -K. Calculons g”4d,,E sur 
L’- K 
g%,,E = -p(l + M + L2tyPp-’ g”%,,L’y 
+p(p + l)(l + M+ L2y)-p-2gn4aaL2ya,LZy. 
Utilisons (15) il vient: 
g”‘%,,E =p(l + M+ L*I/-~-~ [(p + 1) g”“d,L2yla,L2iy 
- (1 + M + L21y)(mjrk~g” + 24X’) 
x (X’BAfiiylg4’ + 23,X’)] + termes born&. (17) 
Placons nous en un point Q E 0 -K et supposons que xr est suivant X et 
que x2 est la direction orthogonale. D’apres (8) il existe une constante k, 
telle que 
Par suite il existe une constante k, telle que 
(xkaj,kpgij + 2a,xi)(xAa,5i(Dg~’ + 24x9 
G k,(l + 1412d2 + lw42). 
Mais g”48,L2@oL2ty > k2((a,12p]2 +]all,oj2 - I), k, &ant une constante 
qui, comme k, et k,, depend de K et des estimes anthieures. 
Choisissons p tel que (p + 1) k, > (1 + 2M) k,. Comme les dtrivies 
troisiemes ont bornees sur K d’apres le paragraphe precedent, (17) montre 
que E veritie sur tout II: 
gabBaDE > Cte. 
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D’oti il existe une constante k telle que 
g”“a,,(E + kh) > 0 (18) 
car les mktriques g, sont kquivalentes. 
Comme E et h sont constantes ur 30, d’apris le principe du maximum: 
E + kh < (1 + M)-P, et sur 30, a,E + ka, h 2 0. Ceci donne 
-@J*ty(l + A4 + L2tyPp- > - ka,h. 
D’oti l’inkgalitk recherchke: 
(19) 
10. Estime’ C3sur d 
D’aprks l’inkgalitt (11). il existe une constante a telle que 
gija,(R + ah)> 0. 
D’oti suivant le principe du maximum R + ah atteint son maximum sur X?. 
Nous avons l’estimi C3: 
R<-ai;fh+s;xR. 
TH~~R~ME 1. Lorsque la dimension est 2 (n = 2), l’bquation (1) admet 
une unique solution strictement convexe qui appartient d P(6), s’il existe 
une sursolution de (1) strictement convexe y,, E C’(a) et si f i(x, t) > 0 pour 
tout x E R et t < sup,, u. 
DeFmonstration. Dans le case n = 2 nous avons pu itablir l’inkgalitk (19) 
qui est la seule manquante pour les dimensions uptrieures. La mkthode de 
continuitt peut itre appliquke car f i > 0. On met ainsi en tvidence une 
solution 6 E C”“(a) de l’iquation (1). Une telle solution est forcement 
strictement convexe puisque exp f(t, x) > 0, et par le thkorkme de rkgularitt 
I$ E P(n). Soit 9 E C”(4) n C’(Q) une solution de (1). Cette solution est 
forcement strictement convexe d’od (D(X) < sup,, u pour tout x E Q. Comme 
f;(x, 6$(x) + (1 - 0) G(x)) > 0 lorsque 0 < 8 < 1, le principe du maximum 
montre que p = fj7. 
II. PROBL~MES VARIATIONNELS 
1. DEFINITION DE LA FONCTIONELLE Z(v). Pour une fonction convexe 
cp E C’(b) nulle sur le bord aR par d&&ion 
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Z(9) = -1 ~ZCJI M(9) dx avec M(9) = dct((8,9)). 
R 
Notons g, = a,9 et g” la matrice inverse, lorsque 9 est strictement convexe. 
En faisant une integration par partie Z(9) s’ecrit aussi 
I(9) = ( gi’ai9di91i4(9) dX. 
JR 
La fonctionnelle Z(9) est convexe sur l’ensemble des fonctions 9 E C’(a) 
strictement convexes. Pour 9,23(Q): 
Si 9 est une fonction radiale G(x) =f(]]x]]) avec f(r,) = 0 
Z(F) = co,,_, j;” lj-l”+’ dr 
oil w,-, est l’aire de la sphere S,-,(l) de rayon 1. Si f’ E H:+‘([O, lo]), 
w? a un sens. 
On peut etendre la definition de Z(9) aux fonctions convexes en general. A 
une fonction convexe u sur s2, on peut associer une mesure de Radon J(U) 
positive sur a (voir Rauch and Taylor (14)) qui coincide avec M(u) dx si u 
est C2. Soit done 9 une fonction convexe sur a nulle sur a52. Pour a ( 0, fiQ 
est un compact inclus dans Q par consequent -Ia0 w(9) = h(a) a un sens. 
De plus h(u) est une fonction croissante de a. Done h(a) a une limite lorsque 
a + 0, nous l’appelons Z(9). L’ensemble B des fonctions convexes nulles au 
bord pour lesquelles Z(9) est lini est amen& i jouer un role important. 
2. PROBL~ME VARIATIONNEL. B est la boule unite de R” et B(p) la boule 
de rayon p. Soit 3(1, s) E Ck(]-co, 0] x [0, +cr, [) une fonction strictement 
positive pour t # 0 et superieure a un certain c > 0 pour t inferieur i un 
certain reel t,. Dans la partie II 3(‘(t, s) a toujours ces proprietes. Definissons 
’ ~(t, r) = 
1 
f(u, r2) du 
-Ill 
et pour une fonction 9 continue sur B: 
d(9) = j %4x), 11-41) dx.R 
366 THIERRY AUBIN 
Soit C > 0 un reel donne. Appelons ,B la borne inferieure de Z(9) pour tomes 
les fonctions 9 convexes sur B, nulles au bord et verifiant d(9) = C. Nous 
allons montrer le theoreme suivant: 
THI~OR~ME 2. Si 7: < 0, p est atteint par une fonction convexe radiale 
90 E C?+‘(B) nulle au bord ve’rrj?ant Z(9,) =,u, &‘(9,) = C et 
M(9,) = d90* Ilxll”> (21) 
pour un certain CL > 0. 
3. Etablissons tout d’abord le lemme 1, qui montre en particulier qu’il 
existe des fonctions convexes verifiant d(9) = C et Z(9) fini, ce qui montre 
que p est fini. 
LEMMA 1. Soit 9 f 0 une fonction continue non positive sur B. Zl existe 
un Gel k, > 0 unique tel que d(k,9) = C. 
Dhonstration. Pour k > 0 considerons &‘(k9) 
a&‘(b) = -j. 9(x>flWx), 1l-41’1 dx> 0 
B 
car l’inttgrant est strictement negatif quelque part. Sur un ouvert Sz t B par 
continuiti, 9(x) < r~ < 0 pour un certain q. Soit k, verifiant k, r~ < t,, pour 
k > k, 
$@‘(k9) > E I r I mes R. 
D’oti &(k9) + co lorsque k -+ co. D’autre part F(t, r) < It / sup,,> _ ,,,T(u, r*). 
D’ou &‘(k9) + 0 lorsque k -+ 0. Ainsi il existe k, > 0 tel que J(k,9) = C et 
k, est unique puisque d(k9) est une fonction strictement croissante de k. 
4. PROPOSITION 1. Soit une fonction convexe 9 E C’(B) nulle au bord, if 
existe une fonction 6 E C’@) radiale, nulle au bord ayant m&e extrema que 
9, fj vPrifiant Z(9) > Z(G) et si f: < 0 
DPmonstration. Notons 0, = {x E 3/9(x) < a} et z’, = X2, pour 
a E [m, 0] avec m = inf, 9. C, est une surface convexe. En un point Q E 2Y, 
soient rr le plan tangent a z, et H la projection sur rr d’un point P E R,. Le 
vecteur PH est determine par sa direction o (o E S,_,(l)) et son module h. 
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Si Ri (i= 1, 2,..., (n - 1)) son t 1 es rayons de courbure principaux de z:, en Q, 
l’tltment d’aire sur C,, 
Mais Z(p) s’icrit 
n-1 
da= 11 R,dw. 
ikl 
D’oti 
Z(p) = j” da j 1 Vyl In dw. 
m zo 
D’apris l’inkgalitl de HGlder 
Considlrons la fonction r(a) = (l/w,- 1) Jr, h dw. r(a) est une fonction stric- 
tement croissante de a et C’ sur ]m, O[, 
ryu)=-&j - 
n-1 To I:, 
est une fonction continue de a strictement positive. r’(u) -+ 00 lorsque a -+ m, 
car / V@)I + 0 lorsque d(x, C,) + 0. Et quand u + 0, 
1 
r’(u) -+ r’(0) = - 
i 
do 
w n-1 as -FT. 
D’oti a -+ r(u) admet une fonction inverse, que nous appelons f: r+f(r) = a. 
Comme r(0) = (l/o,_ 1) s, h dw = 1, f( 1) = 0. Si LI, a un volume non nul 
r(m) = r. > 0, dans ce cas nous posons f(r) = m pour r E [0, lo]. D’aprks ce 
qui prtct?de fE C’([O, I]), f’ > 0 sur ]ro, l] et f’(O) = 0. Considkrons la 
fonction radiale g(x) =f(jlxll). Nous avons vu que 
Z(@)=w,-, j0 f’“du 
m 
et nous voulons montrer que Z(q) <Z(q). Ceci sera ltabli si 
w,-,f'"W))< j IVY,I"dw. 
Z" 
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Or ceci dtcoule de l’inegalite (22). En effet 
1 (Vq(” dw > con-,[r’(a)]-” = w,-,f’“(r(a)). I” 
Par construction inf, @ = inf, v, = m. Reste a montrer que -pP(q) < d(F). 
D’apris les inigalites de Minkowski, voir Buseman [2, p. 481, appliquees aux 
corps convexes R et B, 
Mais (n - 1) Jo h dw = 1, Cy:: R, dw. D’ou parmi tous les corps convexes 
ayant f, h dw donne, c’est la boule qui a le plus grand volume. En effet pour 
la boule B(h) nous avons egalite ((l/n) 1 h dw)” = (vol B)n-l vol B(h). 
Notons .n’, = (x E E/@(x) < a). D’apres ce qui precede vol(Q,) < vol@,) 
pour tout a. Comme 7; < 0 et comme F; < 0, il s’en suit que d((o) ,< d(G). 
5. COROLLAIRE 1. Soient p,, et p, les rayons des boules respectivement 
inscrite dans R et circonscrite ci Q. Etant donnke une fonction convexe 
cp E C’@) nulle sur X?, il existe une fonction radiale 6 E C’@(p)) avec 
POGPGP,, nulle sur as(p), ayant mgme extrema que q, g v&$ant 
I(P) 2 I(F) et si f: < 0, d(v) < d(G). 
La demonstration est la meme que celle de la proposition 1. 11 suffit de 
verifier que p,, < p < pi. Or ceci dtcoule du fait que p,, < h(x) < p, pour 
x E LX? nous avons done p,, < r(0) < p1 avec r(0) = ( l/wn- ,) Jara h dw. 
6. THI~OR~ME 3. La borne infkrieure b de Z(g) = co,_, J’i 1 g’(r)l”” dr 
pour toutes les fonctions g < 0 nulle en r = 1, g’ E H;’ ‘( [0, 11) v&rjIant 
~~(g)=w,_,j~F(g,r)r”-’ dr = C est atteinte par une fonction convexe 
g, E C’([O, 1 J) solution de l’kquation (23) avec v > 0, g, satisfuisant ci 
g;(O) = 0 et g,( 1) = 0. 
Dkmonstration. Tout d’abord viritions que ce probleme a un sens. 
Comme g E H;’ ‘([O, 1 I), g est continue sur [0, 1 ] et meme hblderienne. Plus 
prtcisemment 
I g(r) - g(s)1 = /jr I s’O>l dt 1 s 
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Done l’integrale &‘(g) a un sens et l’hypothese g( 1) = 0 aussi. D’autre part 
si g&O, g<O, gE C([O, 11) ‘1 i existe k, > 0 unique tel que &(k, g) = C 
(lemme 1). 
Soit gi une suite minimisante: Z( gi) -+ p d( gJ = C. Comme ces fonctions 
sont equicontinues, d’apres le thtoreme d’Ascoli, il existe une sous-suite gi 
qui converge uniformement vers une fonction g, holderienne sur [0, 11. D’ou 
-=f(g,) = C, go < 0 et g,(l) = 0. 
D’autre part gj converge faiblement vers go dans H:+‘([O, 1 I). D’ou 
I( go> ,< limj+, Z( gj) = p. Mais la definition de p entraine Z( go) = ~1. Par 
consequent g, verifie faiblement l’equation d’Euler : 
(I gbl”-’ gb)’ = vJgo, r’) F-l, (23) 
sur [0, I], v &ant un reel. En effet nous n’avons pas a nous prioccuper de la 
contrainte g < 0 car l’inf de Z(g) pour toutes les fonctions g E H:+ ‘( [0, 1 ]) 
nulle en r = 1 satisfaisant i d(g) = C, est egale i p, puisque d(g) = 
A(-] g]) et Z(g) = Z(] g]). De plus pour toute fonction v E H(l+‘([O, 11) null 
en r= 1: 
I 
1 
ty’/gbI”-‘gbdr=-v ‘y.$(g,,r’)r”-‘dr. 
0 j 0 
En prenant $ = go nous obtenons 
[(go)=-vw,-, ‘goflgo,r2)rnp1dr 
i 0 
ce qui montre que v > 0. v = 0 est exclu car alors on aurait go = 0 et 
d( go) = 0. 
Considerons la fonction g’(r) = j: [v st Ago(t), t*) t*) t"- ’ dt] “n du, g’ est 
une fonction C’ sur [0, 1 ] et ( gn)’ = vflg,, r’) rn- ‘. D’ou pour toute 
fonction y integrable sur [0, 1 ] 
1^ 
1 
y(lg;In-lg;-~“)dr=O. 
0 
Ceci entraine I gb]“-‘gb = g’” et done gb = 3 car 3 > 0. Nous avons done 
g;(r) = [v Ji T( go(t), t2) t”- ’ dt ] Ih 
par consequent comme go f 0, gb( 1) > 0 et go(r) < 0 pour r < 1. D’ou 
g;(r) # 0 pour r > 0, gb est C2 sur IO, 11. Lorsque r -+ 0, 
b%(r) - l(v/~).T~igo(0)~ O>l”n r, 
done g, E C’([O, I]) et c’est une fonction convexe. Si JE Ck, go E C2 fk. 
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7. DPmonstration du thPort?me 2 
Appelons ,L la borne inferieure de Z(q) pour tomes les fonctions convexes 
v, E C*(B), nulles au bord et veriliant J(o) = C. 
Montrons que si f I < 0, Z est atteint par une fonction radiale 
I&, E CktZ(& nulle au bord veritiant (21). Soit v, E C*(B) d’apres la 
proposition 1, il existe g E Cl<@ une fonction radiale non positive nulle au 
bord veriliant Z(q) > I(@) et J/(F) > &(rp) = C. Soit k, > 0 le reel (lemme 1) 
tel que &‘(k,@T) = C. Comme &#(k@) > 0, 
k,< 1 et Z(k,@) = k;+‘, Z(cp) G Z(@). 
Maintenant il s&it d’appliquer le theoreme 3en posant &,(x) = gO(ilxll) pour 
etablir le resultat annonce. 
Pour etablir le theoreme 2, on se ram&e au cas precedent en utilisant le 
lemme 2 demontre en (11.8). Soit rp une fonction strictement convexe sur i? 
nulles au bord verifiant ;59((~) = C et pour laquelle Z(o) est fini. D’apres le 
lemme 2 il existe pour tous E > 0 et q > 0 une fonction convexe ry E C”(0) 
nulle sur 30 verifiant $E B 
dist(at9, aB> < 71, Iv-VI <& 
et 
IZ(cp) - Z(w)1 < E* 
On applique alors la proposition 1. 11 existe q E C’(&r,)) radiale nulle sur 
@(r,) veriliant &(r,u) < &(I,?) et Z(v) > I($) avec 1 - TZ < r0 < 1. Appelons 
alors g(x) = ~+T(r~x). I(@) = r:Z(lJ) < Z(w) < Z((p) + e. Par continuite lorsque 
c-+0, &‘(y)-+&‘(cp) et lorsque q+O, J&‘($ -@‘(1$)[-+0. D’od ~1 =zI 
d’apres ce qui precede. 
8. LEMME 2. Soit cp une fonction convexe sur fi nulle au bord pour 
laquelle Z(q) est fini. q > 0 et E > 0 &ant don&s il existe un ouvert convexe 
0 c Q et v E P(B) une fonction convexe sur 6 nulle sur M vPrifiant 
sup0 1~ - I,/ < E, dist(W X!) < q et IZ(rp) - Z(w)/ < E. 
Dkmonstration. D’apres la definition de Z(o), pour tout E,, > 0, il existe 
a > 0 tel que Z(o) - h(a) < E, pour a < (r (voir 11.1). Nous prendrons a < E. 
Et comme rp est continue on peut choisir a de sorte que (dist(a.Q,, 36’)) < r]. 
Soient 0 < -a, < a/3 tel we -3a, Sn,4v) < E, et 0 < v. < 
inf[dist(X4 aQn,J, dist(afl,,X?,,J, dist(aQ,,O, afl,,J. On considere les 
regularisations C” de v, sur a,“: 
m-a * v, avec supp Z c B(qo). 
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Pour tout Ed, (0 < E1 < -a,) il existe + E Cm(fiJ convexe sur fiO, vbifiant 
I@ - ~1 < E, et /[J(q) -M(G) dxll < E, sur fla, (voir Rauch and Taylor 
[ 141). De plus 8f!IcJ2,0-fi,,0 avec 0 = {x E fiJ~+F(x) < 2a,}. Posons 
v = IJ - 2a,. Nous avons dist(at9, aQ) < dist(afin,, XI) < r, 
sup Ia, - v/I < -3a, < a < E et Iv/a2 = 0. 9 
D’autre part 
- 
c 
Il/M(vv)dx< - wf(V1)+&1(~+SUPIV)/) 
9 I e 
- 3% I Jf%) < 4ao) e 
+ &,(a + sup lull) - 3% I J(v) n 
00 
(24) 
et 
- 
i 
@f(y) dx > - 
j @f(v) dx > h(3a0) e Q 300 
- 3u, 
I n,,,-op> + &*(a + sup Id>. (25) 
Mais I(q) - E,, < h(a) < h(3uJ < h(u,) < I(q). D’od 
-0 
I 
-44 < co et -3u, -49) < co* 
%,-n* I *3q-II, 
Les inkgalitls (24) et (25) entrainent 
I~~yo~--I(W~I,<~~~~+~~P/~l~+3l~,l~ -4%)+2&o 
0, 
<El@ + sup lvl) + 3Eo. 
Pour que le dernier membre soit infkrieur 1 E, il sufflt de prendre co = c/6 
puis E, satisfaisant i 2e,(a + sup 1~1) ( E. 
9. THJ?OR&ME 4. Soit p1 le rayon de la boule circonscrite ci R. Toute 
fonction convexe q sur Q nulle sur XI sutisfuit ci 
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Dkmonstration. Soit rp une fonction convexe sur R nulle sur 80. E > 0 
&ant don&, d’aprb le lemme 2, il existe 0 c R et w E C”(@ une fonction 
convexe sur 0 nulle sur a0 verifiant sup, Icp - ~1 < E et IZ(q) - Z(I+V)~ < E. Puis 
on applique le corollaire 1. 11 existe une fonction radiale I+? E Cl@@)) avec 
p <pr (car BcsZ), J< 0 verifiant inf $= inf v/ et Z(lJ)<Z(w). Pour la 
fonction I+G, nous obtenons par l’inegalite de Holder: 
(sup 1 @I)“+ *< p”0,’ 1 Z(G). 
D’od 
Comme E > 0 est arbitraire, l’inegalite (26) est Ctablie. 
III. MBTHODE DES sous ET SUR-SOLUTIONS 
Le problime 
1. Dans cette troisieme partie, nous etudierons l’equation (1) de l’In- 
troduction et sur la boule B l’equation: 
M(q) = A exp f(x, 91, 9/aB = 0, (27) 
oti ,l > 0 est un reel qui sera a determiner. f(x, t) est une fonction numirique 
C” sur d x R ou B x R, mais contrairement a la let-e partie nous ne faisons 
ici aucune hypothese sur le signe de f;. 
2. Existence d’une sous-solution 
PROPOSITION 2. Si lim l-+,[\tI-“expf(x, t)] =O, il existe y1 E C”(fi) 
une sowsolution strictement convexe de (1): 
Dkmonstration. Considerons avec a > 0 les fonctions w, = y + ah. Pour 
a assez grand v’a est strictement convexe puisque h Vest. Et lorsque a + CCI, 
WKJ - a “M(h). Si lim,,-,[\tl-“expf(x, t)] =O, il existe a, tel que 
M(y,) > exp f(x, w,) pour a > (x1. Posons yr = y + a, h. y, est une sous 
solution de (1). 
PROPOSITION 3. II existe A0 > 0 tel que l’tquation (27) a une sous- 
solution y, E C”(B) lorsque A< I,. 
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Dhonstration. Posons j’(t, s) = SU~~~,,~=~ exp f(x, t). D’aprbs le thlo- 
reme 3, il existe y,(x) = gO(llxll) vtrifiant 
D’ou y1 est une sow-solution de (27) si 1< 1, = v/n. En effet 
M(Y,) > 1 expfk r,) et Y,PB = 0. 
3. THBORRME 5. Dans le cas 06 la dimension n = 2, s’il existe une sur- 
solution yO E C’(a) et une sow-solution y1 E P(6) de l’iquation (I), y0 et 
y, &ant strictement convexes et v&riJiant yO > y,, Pkquation (1) a une 
solution strictement convexe @ E Cw(d) satisfaisant ci y1 < $5 < yO. 
Dkmonstration. Soit ,u > sup[O,f:(x, t)] pour tout x E d et tout t 
satisfaisant i inf, y, < t < sup,, u. D’apres le theortme 1, on peut considerer 
la suite oj definie par: o, = y, et 
L”gM(~j)-rll(Oi=f(X,V)i-I)-C1(Di-I. (28) 
La suite oj est une suite croissante de fonctions C” verifiant 
Pour le voir, il suffrt d’appliquer le principe du maximum, en faisant un 
raisonnement par recurrence. Au depart q2 > pl car 
Log Mb,) - Log M(R) -PGP2 - $3) =f(x, YJ - Loi% M(Y,) < 0. 
Puis si pj > qj- 1: 
Ce qui entraine oj+, > oj. 
D’autre part, au depart or < y0 et ensuite si ‘pj- 1 < y0 
Log M(Pj) - Log M(YO) -cl(Vj - YO) 
> lfCx3 Pj- 1) -PPj- 1 I - [f(x, YO) -PYOl 2 O 
ce qui entraine pj ,< yO. La suite oj converge done vers une fonction I$!. Pour 
montrer que @ est solution de l’equation (l), il nous faut des estimes ur les 
derivees jusqu’a l’ordre 3 des fonctions pj. Tout d’abord y, < pj < y0 donne 
immediatement l’estime Co et C’. Comme les fonctions qj sont convexes, le 
maximum du gradient est atteint sur le bord. Et sur 30, 
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La convergence de qj vers 6 est uniforme. Supposons qu’on ait montre que 
les fonctions qj sont uniformement born&es dans C’(0). Alors $ E C2’ “(b) 
pour a E IO, 1 [ et il existe une sous suite ‘pi qui converge vers @ dans C2 + a. 
En passant a la limite dans (28), on montre que rj verifie (1). D’autre part @ 
est convexe comme limite de fonctions convexes et strictement convexe car le 
second membre de (1) ne s’annule pas. Enfin d’apres le theorime de 
regularite, 6 E C”(J7). 
Pour completer la demonstration, il reste done a etablir les estimes C2 et 
C3. 
4. Estime’ C2 
Comme les fonctions pj sont uniformement bornies dans C’, la meme 
demonstration qu’en I.6 Ctablit l’estime des derivtes secondes ur aR. Pour 
montrer que les fonction pj sont uniformement bornees dans C* calculons 
A = gfuaA,CLog IAVjl + PPj- 1 + ah), 
Remarquons que 
il sufftt de developper 
En utilisant (9) et (29) on trouve: 
A > IA~jl-l c akk bg M(pj) -b pg~‘au,~jDi- 1 -k ag;laylh. 
k=l 
D’apres l’expression (28), il existe une constante C, telle que: 
(29) 
Prenons /3 = C, et Q assez grand, alors A > 0 et Log /dpj] + /Ipj-i + ah 
atteint son maximum sur aR. /Apji( est ainsi estime uniformement. Par suite 
les fonctions ‘pj sont uniformement borntes dans C2 et les metriques gj sont 
tquivalentes. 
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5. Estime’ C3 
Appelons Rj = agi”5gjY”gj’anyi~~a4u,V)j, Par un calcul analogue 1 celui fait par 
Calabi, nous trouvons ici au lieu de (11) 
tY”‘a,,Rj 2 &RT + Cfij(l + fij-1). (30) 
Comme en 1.8, nous avons en inttgrant (9) multiplik par h’M((o,) 
i 
h=R, dx < Cte. 
n 
Supposons qu’on ait montri que pour un certain p entier j, h2*R; dx < Cte, 
multiplions (30) par h 2pf2Rpp1M(~) et intlgrons par partie sur R. I1 vient j 
comme en 1.8: 
hZP+=R~+‘M(cp) dx + C 
J^ 
h2p+2RQ-“2M(q) dx 
n 
SC h 
1 
2pf 2Ry-“2 fij-, M(p) dx = Cte. 
R 
I h2pt2R$‘+‘M(p) dx < Cte, n 
car 
RPp ‘I2 fij-, < Cte(Ry- , + R;). 
On en dkduit, comme en 1.8, que pour tout compact Kc 0 et tout (I 
(0 < a < 1>7 Ilu).ll , c2+n(K) < Cte, puis que pour tout r > 0: Ilu)jllcrcK, < Cte. 
Comme en 1.9, on montre alors que les d&-ivies troisiimes des fonctions p,; 
sont uniformlment born&es si n = 2, sur 80, soit M,, tel que pour tout j, 
Rj < M,. Supposons qu’on ait montri: que pour j < J - 1, Rj < M pour un 
certain rCe1 M > sup(M,,, 1). Ou bien R, atteint son maximum au bord et 
alors R, GM,, GM, ou bien R, atteint son maximum en Q E ~2. Dans ce cas 
en Q le premier membre de (30) est <O et 
R:(Q) < (n - 1) C[MRj(Q)]“‘. 
D’oti 
R, < RJ(Q) < [(n - 1)’ C%f]? 
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La recurrence st Ctablie si M verifie (n - 1)2 C*M < M3. Ainsi nous avons 
montre que 
Rj < sup(M,, 1, (n - l)C). 
6. THBOR~ME 6. Si lim,,-, [It I-’ expf(x, t)] = 0 et s’il existe une 
sursolution strictement convexe y0 E C’(fi) pour I’equation (1): 
Log Mh) G exp .k YJ, yop~=u 
alors l’kquation (1) admet une solution strictement convexe @T E C”(n), duns 
le cas de la dimension n = 2. 
Dkmonstration. D’apres la proposition 2, il existe une sous-solution 
y, E C”@) de l’equation (1). Comme yr = y + a, h nous pouvons prendre a, 
suffkamment grand pour que yr < yO. Et le theoreme 5 entraine le 
thioreme 6. 
COROLLAIRE 2. Si lim,+- o. [I t I-” exp f(x, t)] = 0, et si u = Cte, 
fkquation (1) admet une solution strictement convexe $ E P’(fi), duns le 
cas de la dimension n = 2. 
7. TH~OR~ME 7. II existe A, > 0 tel que l’kquation (27) admet une 
solution U; E C”(g) lorsque A <A,,, duns le cas de la dimension n = 2. 
Dkmonstration. D’apres la proposition 3, il existe I, > 0 tel que 
I’equation (27) a une sous-solution yr E P(B) lorsque A< &. On peut alors 
considerer une sursolution de (27) strictement convexe de la forme y0 = a, h 
avec a, > 0 suffkamment petit pour que y0 2 yr. Le theoreme 5 entraine le 
resultat. 
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